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RESUMO

O presente artigo é dedicado ao estudo das formas forte, fraca e variacional de problemas
modelados por equacoes diferenciais (ordinarias ou parciais), direcionando-se ao pesquisador
do assunto, abrangendo-se problemas de valores de contorno (PVC) das areas de Fisica e En-
genharia. E desenvolvida a deducio da equacio de Euler-Lagrange generalizada para campos
escalares e vetoriais, servindo-se de ferramenta para o trabalho de problemas de tais tipos.
Apresenta-se a forma fraca de PVC’s e sua equivaléncia analitica com a forma variacional com
auxilio do formato da equacao de Euler-Lagrange desenvolvido. O conceito de derivada de
Fréchet também é introduzido a fim de servir para a compreensao do significado matematico
da equacao de Euler-Lagrange. Desta forma, o artigo € desenvolvido como uma ferramenta de
auxilio ao pesquisador desses temas, em especial aqueles dedicados aos estudos de métodos
numéricos de solucdo de PVC’s baseados nas suas formas fraca e variacional.
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ABSTRACT

This paper is dedicated to the study of the strong, weak, and variational forms of problems modeled by
differential equations (ordinary or partial). It is addressed to researchers investigating such issue, com-
prehending boundary value problems from Physics and Engineering. It develops deduction of Euler-La-
grange formula generalized for scalar and vector fields, working as a tool for these kinds of problems.
It presents the weak form of boundary value problems and their analytical equivalence with the varia-
tional form aided by the developed form of the Euler-Lagrange formula. Also, it presents the concept of
Fréchet derivative to comprehend the mathematical significance of Euler-Lagrange formula. Thus, this
paper is developed as a tool to aid researchers investigating such themes, especially those dedicated
to study the numerical solutions of boundary values problems based on weak and variational forms.
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1. INTRODUGAO

No ambito cientifico, verifica-se que uma grande maioria dos problemas fisicos € modelada via
equacoes diferenciais, tema recorrente de pesquisas académicas nas Ciéncias Exatas. Na literatura
sobre o assunto, consideravel parte desses problemas fisicos podem ser descritos por sua forma for-
te, composta por um conjunto de equacoes diferenciais acompanhadas de suas condicoes de contor-
no (Boyce e DiPrima, 2017), caracterizando, por definicdo, um problema de valor de contorno (PVC).
No ambito deste trabalho, tais condicoes de contorno sdo dadas como naturais (ou de Neumann) e
essenciais (ou de Dirichlet); as primeiras se referem aos valores que as derivadas da funcdo assu-
mem no contorno (ou fronteira) do dominio do problema fisico; ja as segundas se referem a quais
valores tal funcdo assume nesse mesmo contorno. Tais condicdes podem surgir de forma isolada ou
simultaneamente num dado problema (condicdo de contorno mista).

Encontrar a funcdo solucdo de um problema descrito na sua forma forte por métodos
analiticos é uma tarefa frequentemente inexequivel, seja pela complexidade das equacoes di-
ferenciais ou, como talvez ocorra mais frequentemente, pela prépria geometria do dominio do
problema fisico e de suas condicdes de contorno.

Desta forma, o uso de métodos numéricos com solucdes aproximadas se torna indispen-
savel na Fisica e especialmente na Engenharia. A titulo de exemplo, podem-se citar os classicos
métodos de Galerkin (Belytschko et. al., 1994), Rayleigh-Ritz (Meirovitch e Kwak, 1990) e o
Método dos Elementos Finitos (Zienkiewicz, 1977), sendo que esse Ultimo possui extensa apli-
cacao em softwares comerciais de engenharia. Os métodos citados fazem uso das formas fraca
e variacional do problema fisico estudado, as quais se correlacionam diretamente com sua res-
pectiva forma forte, viabilizando a implementacao das rotinas computacionais dos softwares.

2.OBJETIVOS

O presente artigo é dedicado ao pesquisador da area de equacdes diferenciais e métodos
numéricos (como o MEF), servindo de instrumento para o estudo das formas forte, fraca e varia-
cional, com foco em problemas fisicos estudados no &mbito da Fisica e da Engenharia. Demons-
tra-se, ainda, uma apresentacdo diferenciada da Equacao de Euler-Lagrange, apresentando-se
sua aplicacao para problemas de campos escalares ou campos vetoriais, de modo a abranger
com mais praticidade tal escopo de problemas. A equivaléncia entre as diferentes formas (forte,
fraca e variacional) de apresentacdo dos problemas fisicos é explicitada automaticamente ao
longo do texto. E fundamental que o leitor tenha familiaridade com passagens matematicas, as
quais sdo apresentadas da forma mais clara possivel, de modo a facilitar a leitura do texto.



FILHO, B. A. P. P. Sobre as formas forte, fraca e variacional de problemas modelados via equacoes
diferenciais. Environmental Science & Technology Innovation, Bauru, v. 1,n.1, p. 52-70, junho 2022.

3. MATERIAL E METODOS

O presente artigo se fundamenta na revisao bibliografica sobre o assunto estudado, apre-
sentando as teorias sobre equacdes diferenciais, calculo variacional, métodos numéricos e
aplicacoes praticas, de modo a se produzir um texto de apoio ao pesquisador do assunto. Des-
tacam-se as contribuices em Fish e Belytschko (2007), White (1985), Aragon (1980), Brezis
(2010) e Assan (2003).

4.DISCUSSAO
4.1 Desenvolvimento de uma expressao geral para a equacao de euler-lagrange

A principio, serd apresentada a deducao da formula de Euler-Lagrange para problemas de
campos escalares e vetoriais. Tal deducao é fundamental para a compreensao de aplicacoes de
solucoes via métodos numéricos que empregam a via variacional.

Considere-se um conjunto de m funcoes reais f;:f2 c R" - R, f € C"(ou seja, funcoes

suaves, sendo as proprias e suas derivadas continuas no dominio) e suas respectivas derivadas

.. O . . of.
parualsai. Um funcional ¥ ,dadoemfuncdode e ai é tal que:
X . X .

J J

o,
F:F(m’{aﬂ )

Sendo x; € Q2 tal que f; = f;(x,) . Considere-se, ainda, 6Q2, e 02, como as fronteiras de 50
em que as condicdes naturais e essenciais de contorno sao respectivamente prescritas para o
problema modelado, caracterizando-se um problema de valor de contorno com condicao de
contorno mista. Destaca-se que F também pode ser dado em termos de derivadas superiores
de f,, mas esse nao sera o caso explorado neste texto.

As funcdes f; podem ter uma diversidade de significados fisicos a depender do problema
modelado como, por exemplo, campos vetoriais de deformacdes ou eletromagnéticos, campos
escalares de temperatura, deslocamentos de corpos, dentre outros.

Prosseguindo, considera-se que a integral de F em Qseja igual a uma funcao I1, a qual se
adiciona mais uma integral na fronteira desse mesmo dominio, tal que se tenha:

O o o
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Na expressio (2), tem-se que ', =0Q,, , ou seja, afronteirade 2 em que as condicdes natu-

. o . o, s
rais de fronteira sdo prescritas; ﬁ,j = a—’ e n; € ovetor unitario normala I',, 0 qual aponta para
. xj . . .
fora desta. Nos problemas analisados neste texto, a primeira integral em (2) corresponde aos
valores afins do dominio €2 do problema, enquanto a segunda integral, aos valores afins de fron-
teira. Entenda-se por valores afins, por exemplo, no caso de problemas em que [[ corresponde a
energia potencial total do sistema, sendo a primeira integral a energia no dominio e a segunda,
aenergianafronteira, a qual compreende a condi¢cdes naturais de contorno. Ademais, a integral

T € comumente chamada de forma variacional ou energética do problema fisico estudado.

De forma geral, tem-se que ] pode ter diversos significados fisicos de acordo com o problema
modelado, como a energia potencial total de um sistema, o tempo de uma trajetériade um corpoe
o comprimento ou drea de um objeto. Outrossim, ] também corresponde a um funcional.

Tomando-se, por exemplo, o problema de fluxo estacionario de calor no plano, tem-se que
a primeira integral de [ compreende a energia térmica no plano e a segunda, a energia térmica
adentrando a fronteira. O exemplo no tépico 5.2 deste texto exemplifica esse caso.

Pela definicao classica da literatura afim, a equacao de Euler-Lagrange € uma equacao dife-

a,

rencial dada em termos das derivadas parciaisde Fem f, e a—’ cuja solucao leva a minimizacao
. . z . x'/- . z .

de TT ou, equivalentemente, ao ponto estaciondrio desse funcional. O ponto estaciondrio de T|
€ denotado pela aplicacdo do operador variacional § a esse funcional igualado a 0, ou seja, 3]] =
0, o que significa que tal ponto possui variacdo nula (de forma andloga as funcdes do Calculo).
O operador & corresponde a variacao de um funcional ou ainda de uma funcao ou uma variavel.
Em suma, a aplicacdo de § em [] vem no sentido de se obter afuncio solucdo /; ,aqual determina
o ponto estaciondrio de T[], satisfazendo-se a condicdo de equilibrio do sistema. Além disto, f,

deve também satisfazer a forma forte deste mesmo problema.

Desta forma, considerando-se as funcoes em F', é possivel escrever suas expressoes na
formaf, = /;+An,,talque 1 € Ren;:2 c R* - R tal que V7,(Q) >0 e 7,(3Q,)=0.Desta-
ca-se que, sob essa definicao, 77; € considerada uma funcao arbitraria e f; se torna uma funcao

dada no entorno da funcdo solucdo f, . Analogamente, adota-se o mesmo procedimento para as

derivadas parciais dessas fungdes, ou seja, o _9/ +A o, , 0 que também se repete para as
ox. Ox. ox .
. .« . . J J J
derivadas parciais de ordem superior.
A titulo de demonstracao, tomando-se o caso unidimensional em que (funcao escalar), as

expressdesde f;, . e n, podem ser interpretadas pela Figura 1.
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Figura 1: interpretacdo unidimensional de f;, 1 e 7,.

fix) A
f, = f+An,

fi(b)s

f(a)e - -

A variacdo de f, e suas primeiras derivadas parciais (o que também se aplica também as
derivadas parciais de ordem superior) pode ser computada nas equacoes em (3) e (4), respecti-
vamente.

Sf=f—f=2n (3)
s _9 _9f_,0m (4)
ﬁxj 8xj 8xj axj

Emrelacdo a F,suavariacao é dada pela consequente variacao de suas variaveis:

61'[=ié’F[[xj],[fi],{%DdQ—rj;5ﬁ£{;{—é}-njj dr,, (5)

J L

Como ndo se possui a expressao de £, ja que a mesma é diferente para cada problema
modelado, é conveniente expandir (5) numa série de Taylor truncada na primeira derivada em

of. . .. .. .
tornode f; e ai, conforme expressao (6). O topico 4.3 deste texto explicita esse procedimento
X .
J
em pormenores matematicos.
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(6)
of. 0 OF . g
6F=F[[f +51] { o %D—FLM] [%D-a— 0
/ xj xj f, ft/ Xj
Sao feitas as seguintes notacdes vetoriais:
V,F _ 9. V,.F= oF
ox; af,.J
of.
V(dfi)=5i; n=n; if =0 f;
ox, '
Logo, tem-se que a variacao 11 € dada por:
B ) of, oF
-} ‘”[[“f]’“]’[aaﬂm Jor [M]
' (7)
= j[v F-8f +V,,F -V(df,)] dO- j Sf(V,F-n)dl
Iy
Considere-se, agora, a Segunda Identidade de Green dada com relacao a uma funcao
w:QcR" >R eaoutrafuncio ¢:Qc R" — R":
IW(V%]) szjw(q-n) dF—IVw~qu (8)
Q r Q

, Observe-se que ao, se analisar a formula da integragdio por partes -
J.f(x)g'(x)dx=f(x)g(x)|i—jf'(x)g(x)dx - termo a termo com a equacao em (8), percebe-se
4 correlacao entre ambas, Sendo que a integracao por partes é dedicada ao caso de funcoes
unidimensionais e a Segunda Identidade de Green, a campos vetoriais.

Prosseguindo, tem-se que T'=0Q e n é o vetor normal a fronteira I que aponta para fora
da mesma. Fazendo-se ¢ =V F , Vw=V(if;) e sabendo-se que a integral em I" é ndo nula so-
mente sobre I'N, conforme ja mencionado, é possivel reescrever a expressdo do segundo termo
do primeiro integrando em (7).
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[[VoF-of ~5/V -V, F]dQ+ [ 8f(V,F -n)l, )
Ty

Q

Substituindo-se em (7), obtém-se a expressao em (10). Observe-se que a integral de fron-
teira desaparece nesta etapa, ou seja, a minimizacao do funcional depende apenas dos valores
no proprio dominio Q.

[[VoF-0f ~5£V-V,F]dQ=0 (10)

Q

E possivel tornar a notacao vetorial mais compacta com V,.F =JF | a qual corresponde a
uma matriz jacobiana de ¥ com relacdo as derivadas parciais das funcoes f,. Chega-se, entao,
aexpressaoem (11).

[[VoF-of ~(V-JF)-of |[dQ=0 (11)

0

Comod f, = An, = A¢ , € possivel simplificar a expressao acima tal que:

[[VoF ~V-JF]-5d©2=0 (12)

Q

Como ¢ =7, >0, aUnica maneira da integral em (12) ser sempre satisfeita é se:
V,F-V-JF =0 (13)

A equacao (13) é, por definicdo, a equacao de Euler-Lagrange generalizada para funcoes
[ : Q< R" — R Observa-se que para situacdes em que se trabalha com campos vetoriais, tem-
-se simplesmente m >1,0u f:Qc R" - R". A expansido da mesma, em termos dos indices i e

J ,talque 1< j<n e 1<i<m (sendo m ondmero de funcdes f;), é dada por:

A

(14)
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Em (14), a equacao de Euler-Lagrange corresponde a um sistema de " equacodes diferen-
ciais a n variaveis na forma L[f,.(xj)—g,.(xj)] =0, sendo g,(x,) afuncdo ndo homogénea da
equacado i e 1, um operador diferencial. Portanto, a minimizacdo de I1 recai na obtencao da

funcdo solucdo f, através da solucdo do sistema de equacdes diferenciais.

Na literatura de Fisica-Matematica (e também sobre métodos numéricos), a equacio de Eu-
ler-Lagrange permite realizar a ponte entre a forma forte e a forma variacional de um problema
modelado por equacoes diferenciais, de modo que a equacao (14) corresponda a forma forte
propriamente dita.

Prosseguindo, destaca-se ainda a segunda integral de I em (2):

oF
../ o dr,, =Fj;f~(JF-n)dFN (15)

Essa integral engloba os valores afins na fronteira I',, . Especialmente nos casos em que I1
corresponder a uma integral de energia, esse termo computa o fluxo de energia na fronteira.

Finalmente, uma forma compacta de [ pode ser dada pela equacdo (16). Tal expressao
apresenta grande praticidade para a modelagem de problemas via energética (ou variacional),
conforme sera conferido adiante neste texto.

M=(F(f.Vf)dQ-| f-(JF-n)dl,
g[(f 2 erf( " (16)

4.2 Sobre a forma fraca de problemas modelados por equacées diferenciais

No ambito da andlise numérica de problemas modelados por equacdes diferenciais, é
frequente recorrer ao desenvolvimento da forma fraca a partir da forma forte. Tal forma, por
exemplo, é a base do método de Galerkin e também tem recorrente uso no Método dos Elemen-
tos Finitos.

De forma geral, considera-se que uma forma forte é dada pela equacao ou sistema de equa-
coes diferenciais da forma L[fi(xj) - g (xj)} =0, acompanhado de suas condicées de fronteira.
A forma fraca é obtida ao se multiplicar a expressao anterior e as condicoes de fronteira por
uma funcao arbitraria 1, e realizar aintegracdo no dominio Q, conforme a expressao (17).
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[7. (L] £ -gi(x)])aa=0 (17)

Q

Observa-se que a funcao arbitraria, no contexto da andlise numérica, tem o tratamento de
funcdo de forma 7, . A funcado aproximadora da solucao do problema analisado numericamente
¢é obtida via uma combinacdo de & funcdes de forma f, multiplicadas respectivamente por %
pesos a,, 0 que justifica o uso desse indice na expressao (17), sendo a, as incégnitas finais do

problema. Desta forma, a propria equacao (17) compreende o método de Galerkin.

Destaca-se ser fundamental que 77, obedeca aos mesmos critérios estipulados anterior-
mente no desenvolvimento da equacao de Euler-Lagrange, ou seja, 1, : Q< R" — R tal que
vn(Q)>0en(I,)=0.

Para exemplificacdo, apresenta-se a forma forte de um problema modelado por uma EDP
eliptica (White, 1985), conforme (18), (19) e (20).

K -Vu+Cu—-f=0 (18)
u(FE)=0 (19)
KVu(T,)-n=h(t) (20)

Tem-se que (18) corresponde a EDP (ou a L[ﬁ(xj)—gi(xj)} =0),com f = f(x,y) como a
funcao ndo homogénea, sendo K e C constantes, com 3 : Q e R = R ; (19), as condicbes essen-
ciais de contorno e (20), as condi¢des naturais, sendo A(t) a funcdo prescrita na fronteira T" e
n sendo o vetor que aponta para fora dessa. Tomando-se por base a equacido em (17), aforma

fraca da forma forte desse problema é descrita por (21), (22) e (23).

jjnk[—Kv-vu+cu—f]dQ=0 (21)
Q
[ mudr, =0 (22)
Iy
[ n.Vu-nar, = [ nh@dr, (23)
Ty Ty
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Em problemas modelados por EDP’s elipticas, a forma fraca se torna util pela aplicacdo da
Segunda ldentidade de Green (analoga da integracao por partes, conforme mencionado ante-
riormente) na expressao referente a equacao diferencial; desta forma, tomando-se o primeiro
termo do integrando de (21) com base na expressao em (8), tem-se que:

jjnk(—Kv.Vu)dQ:jj(—Kvnk -Vu)dQ—jnk(KVu-n)dr (24)

Sendoque I'=I", UI',,,aintegralem I" adireitaénulaem I', pois 7, é nulanestafronteira
e ao se tomar o valor de (23) em T, obtém-se:

H[—KV M, -Vu+Crau— f]dQ - j n,h(1)dT =0 (25)

Q 'y

A equacio (25) corresponde a forma fraca do problema dado anteriormente. Consideran-
do-se que afuncdo u sejatomada por uma funcado aproximadora tal que u =u =u,7, ,a equacao
(25) representara um sistema linear cuja solucdo, dada em termos de v, e restrita com base em
(19), compode de forma discreta e aproximada o valor da funcdo solucao de tal problema. Cita-se,
por exemplo, o Método dos Elementos Finitos como ferramenta que emprega a forma fraca
como mecanismo de obtencao desse sistema de equacdes. Além disto, o método de Galerkin
também utiliza diretamente essa técnica para a solucao numérica de equacodes diferenciais.

Analisa-se, ainda, a equivaléncia entre as formas variacional e fraca. Tome-se por base a
expressao em (12) com a notagdo de 6 f = An, expandida em indice:

j(voF—v-JF)-nidgz:o (12)

Q

Sabe-se que VoF =V JF EL[ff(xj)]—gi(xj) =0 o que corresponde tanto 3 equacio de
Euler-Lagrange quanto ao sistema de equacdes diferenciais. Logo, tem-se que:

”:L[fi(xj)]_gi(xj)Jnde:O (26)

A expressdo em (26) equivale exatamente forma fraca de um problema modelado por equa-
coes diferenciais. No que tange as condicoes de fronteira, o exemplo anterior demonstracomo a
identidade de Green se mostra muito util no desenvolvimento da forma fraca em problemas de
valores de contorno em EDP’s elipticas.
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4.3 Sobre a expansao em série de taylor de um funcional

Quanto ao desenvolvimento da expansao em série de Taylor em (6), faz-se necessario reali-
zar algumas observacoes de cunho tedrico. Em suma, um funcional define-se matematicamente
como uma funcao cujo dominio é um espaco vetorial e a imagem, um corpo de escalares (Ara-
gon, 1980), sendo que, neste estudo, tem-se tratados funcionais integrais autbnomos, ou seja,
aqueles cuja variacdo é independente das variaveis do dominio das funcdes (como coordenadas
de espaco ou tempo).

O uso da expansdo em série de Taylor de um funcional, de fato, representa um artificio para
se denotar sua derivacdo e a seguinte igualacdo a 0, de modo que sequer sdo considerados os
termos de ordem superior do funcional na expansdo em (6). Por outro lado, exigem-se critérios
mais rigorosos para a derivacdo de um funcional. Este topico, portanto, dedica-se a esclarecer
tais pontos em aberto, tornando a compreensao do desenvolvimento da equacao de Euler-La-
grange mais completa e abrangente.

Define-se, entdo, a derivada de Fréchet (Behmardi e Nayeri, 2008).

Definicao 1. Seja x um ponto do conjunto aberto U < x. Uma aplicacdo f:U —>Y é
diferenciavel a Fréchet (ou F-diferenciavel) em x — v se existe um operador linear continuo
AeL(x,y),sendo 4:= f (ou seja, aderivada da aplicacio), tal que:

x,+h)—f(x,))—Ah
lim | + )~ f(x,) - AR}, =0 (27)
I o |#].,
Talque ||°||X , corresponde a norma euclidiana nos espagos X e Y .No contexto deste texto,
tem-se que f corresponde ao funcional F (ou I1); logo, o dominio X corresponde a um espaco
vetorial de Hilbert /7 e Y, aum corpo de escalares,ouseja, f=F U c H — R.Disto decorre

o Teorema de Representacao Riesz-Fréchet (Brezis, 2010).

Teorema 1. Teorema de Representacao de Riesz-Fréchet. Seja H um espaco de Hilbert, real
ou complexo, munido do produto interno (e,®) e F:U — H — R uma aplicac3o linear continua.
Entao existe um Unico vetor u e H tal que:

G(x)=(u,h), Vhe H (28)
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Fazendo-se G(x)=0F (avariacdo de um funcional ainda é um funcional com mesmo domi-
nio e imagem), assume-se que u# corresponde ao operador gradientede F,ouseja, u=VF = A
,conforme expressao (27). Logo:

SF =(VF,h), Vhe H (29)

Como deseja-se encontrar os minimos (ou os pontos estacionarios) de F,tem-seque sF =0;a
partir de (29), a inica maneira de se satisfazer tal equaco é:

VF(x)=0 (30)

Considere-se a expansao em Taylor feita em (6):

oot eald]) -

Considerando-se o disposto em (29), (30) e (31), tem-se que VF := [BTF}{;TFD e

{[5f] { %, D (sendo 4 avariacao das variaveis do funcional). Logo:

J

SF=0oVF=0 {aF aF] 0 (32)
f af;]

A expressdo em (32) denota a equacao de Euler-Lagrange. Destaca-se que essa forma en-
globa uma expressao de nulidade dos termos do gradiente VF (ou seja, o ponto estacionario do
funcional, como ocorre no Calculo); a expressao desenvolvida em (13) compreende a aplicacdo
da segunda identidade de Green em (8), de modo que o sistema de EDP’s L[fl.(xj) - g,.(xj)] =
o qual também compreende a condicao para obtencdo do ponto estacionario do funcional.

Com isto, torna-se claro que o uso da expansao da série da Taylor truncada na primeira
ordem é apenas um artificio para se obter a primeira derivada do funcional, a qual, igualada a
0, fornece a sua minimizacao, se realizada também com funcdes do Calculo. Com isto, torna-se
claro o desenvolvimento da Equacao de Euler-Lagrange.
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5. EXEMPLOS PRATICOS
5.1 Problema unidimensional: a curva braquistécrona

O classico problema da curva braquistocrona (Leitdo, 2001), formulado em 1696 por
Johann Bernoulli, é dado pela seguinte proposicao:

“Sejam P e P, dois pontos dados sobre um plano vertical. Deve ser encontrada uma curva
unindo esses dois pontos de sorte que um ponto de massa partindo de P que a percorra sob a
influéncia somente de seu préprio peso e alcance P, no menor tempo possivel. Considere ainda
a velocidade inicial v dada’’

Em termos matematicos, tal problema é formulado através da obtencdo do ponto estacio-
nario de um funcional J tal que:

T w12
J= j F(t,y,y")dx = j (—zgerc)dx (33)
ye{cl [xoaxl]|J’(x0):yo>y(x1):)ﬁ} (34)

Tem-se que g é aconstante gravitacional e ¢ é asomadas energias potencial e cinética do
corpo. O funcional 7 compreende o tempo da trajetéria do corpo - o que explica o motivo de se
obter seu minimo. Sendo y = f:Q e R' — R', tem-se que a equacado de Euler-Lagrange em (13)
(ou em (14)) assume a seguinte forma:

ViF-V-JF=0=—-——=0 (35)

Destaca-se que a expressao em (35) é frequentemente encontrada na literatura sobre cél-
culo variacional, a qual estabelece a minimizacdo de (33). Assim, tomando-se F(¢,y,y') de J e
aplicando em (35), tem-se que:

2"+ y'+1=0 (36)

Uma solucao geral (Leitdo, 2001) desse problema é dada em termos da parametrizacio da
posicao do corpo em termos da variavel g:

x(t)=b+a(60+send) y(t) = a(l+cos 0) (37)
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Tal que € é angulo da curva desenvolvida na trajetéria do corpo e ¢ e # s3o constantes a
serem determinadas para a solucao particular do problema, descritas em termos de coordena-
das iniciais.

Destaca-se que o exemplo em questao é classico na literatura sobre célculo variacional,
servindo apenas de demonstracdo do caso de um problema unidimensional, ndo exigindo-se
muito aprofundamento. Adiante, serdo abordados problemas de campos escalares e vetoriais

gue demonstrem a aplicacdo da equacdo desenvolvida em (13) para casos mais complexos de
problemas de valores de contorno.

5.2 Problema de um campo escalar: transferéncia estacionaria de calor no plano

A transferéncia de calor em regime estacionario no plano é modelada pela seguinte forma
forte (Fish & Belytschko, 2007):

—kV -VT +s5=0 (38)
T(C,)=0 (39)
~kVT(T,)-n=0 (40)

Tal que « € acondutividade térmica do material no plano, assumidoisotrépico; T =T (x, y)
¢ a funcdo do campo escalar de temperatura a ser encontrada; s = s(x, y) é o fluxo de calor no
plano; e ¢, e h(t) sdo as prescricdes de temperatura e fluxo de calor na fronteira T',,, respecti-
vamente.

Tratando-se esse de um problemaemque f=T:Qe R’ - R, tem-se que a equacio de Eu-
ler-Lagrange para o caso € dada como em (41).

VOF—V.JF:02>6_F_V a_F,a_F =0 aF_iﬁ_F_i oF =0 (41)
or | er.’er,

A equacéo (41) corresponde a (38); expandindo-se v -v 7, decorre que:

OF
=5 F(T)=sT+k 42
e s (T)=s r (42)
) 2
_jléiz_ka{:>@i=k91+Auo:an)=kl(91]4uﬂm91
ox OT. Ox oT. Ox ’ 2\ ox ox
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2
_oor =—k 0 7; = oF —ka—T+B(y) = F(T)= k aT B(y)a—T (44)
oy T, oy oT, oy 2 ay oy

Logo, assumindo-se k&, = A(x) = B(y) =0, o funcional de energia total interna 7 no dominio
Q ficadado por (45).

1
I= £5(2ST+kVT)dQ (45)

Observa-se que / compreende a energia no dominio. Logo, conforme a expressao (16)
IT= IF(f,Vf) a’Q—Jr f+(JF-n)dr, deve-se computar também a energia na fronteira.
Q N

Desta forma, tem-se também o funcional E, o qual corresponde energia externa total na
fronteira I'y (denotando as condicées naturais de contorno do problema), representado pela
segundaintegral em [T dada por (15).

E= | f-(JF-n)dT, jT[aF aF] ndrl, (46)

Ly

Considerando-se (43) e (44), tem-se que:

-

Ty

oF OF ol oT
T dr —Tk| —,— dl' . = | T(-kVT -n)dT 47
[a aTj ] (2w, [rivrajar, )

Sendo —AVT'-n correspondente as condicdes naturais de fronteira expressas em (40),
tem-se que:

E= [ Th(pdr (48)

Ty

Enfim, o funcional de energia potencial total -/ do sistema é dado por (49). Destaca-se ser
interessante que < possa acomodar em uma Unica expressao as informacodes relativas ao pro-
blema modelado com o uso da expressao (16).
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J:I—E:j%(2sT+kVT)dQ— [ Th(pyar (49)

Q Iy

5.3 Problema de um campo vetorial: equilibrio de forcas no plano

Explora-se um caso em que a forma forte de um problema é obtida a par-
tir de sua forma variacional. O funcional W que fornece a energia potencial to-
tal de um corpo plano sob estado plano de tensdes (Assan, 2003), é dado por (50):

2 2 2
W= I ub +vb —Et 5 _[ (a—uj +[@] +2v a—uQJr—l 4 (a—u) +[6vj 28_u@ dQ+J.(uqx+vq‘,)dF
o (50) 2(1—1/ )Q ox oy ox oy 2 Ox oy oy Ox o, ’

Entenda-se como plano um objeto tridimensional tal que duas de suas dimensodes sdo muito
superiores a terceira. Na Mecanica dos Sélidos, o estado plano de tensdes é a situacdo na qual
tanto as deformacoes quanto as tensoes perpendiculares ao plano sdo despreziveis (em suma,
guando o plano possui espessura t razoavelmente reduzida).

Na expressao (50), tem-se que u =u(x,y) e v=v(x,y) correspondem as translacdes dos
pontos x,y do plano  sob deformacao; £ e v correspondem aos modulos de elasticidade e
Poisson do material do plano e ¢, a espessura do mesmo; b, € b, sdo as componentes nesses
eixos da forcas de corpo (forcas que atuam no continuo, como a gravitacional ou magnética);
e ¢, e g, sao as forcas distribuidas por unidade de comprimento na fronteira I',. O funcional
F compreende o integrando em €2, enquanto a segunda integral engloba os valores afins de

fronteira, tal que se tem W = _[F f.Vf)dQ— If (JF-n)dT  com f =(u,v).

Ty

Sendo u,v:Q e R> — R* o formato da equacio de Euler-Lagrange fica dada por (51).

o o
ou, Ov
VOF—V-JF:0:>(8—F,8—F)— 3,3 S =0
ou ov ox oy )| OF OF (51)
ou, Ov

O termo matricial em (51) reforca a notagdo JF para casos de fungdes f,: Qe R" — R",
com 1<i<m e m,n>1.Prosseguindo, aplicando-se essa equacdo em F ,tem-se:
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Et |0'u 1+v v 1-vdu
> ~+ + ~|+b,=0
1-v” | ox 2 oxoy 2 oy
52
Et |0*v 14+v 0°u 1-v 0% (52)
> ~+ + > |+b, =0
l-v"| ox 2 oxoy 2 Oy

Em termos de tensoes, o equilibrio de forcas num plano é ilustrado pela Figura 7.

- A
/‘ o,(x,y + 7y)

b
O(x,y) ¥
_Gx(x e &,y) ax(x i 7’)})
2 Ax

5 Ay
/ _Gy(x’y - 7)

Figura 7: equilibrio de forcas num plano. Fonte: Fish e Belytschko, 2007, p. 221.

Na Figura7,tem-seque o, = (O‘M,Txy) eo, = (Z’xy,O'W) .Sob o estado plano de tensoes,
tem-se a seguinte relacio tensao-deformacao:

o0=D-a
- £, 1 v 0
p— O_ —_— E
6=|o,|;d=|e¢, ,D—I_V2 v 1 0 (53)
Ty Vi 0 o =¥
L 2
Além disto, tem-se que:
9
£ ox ;
u
Yol | 5 o
| Oy Ox |
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Enfim, aplicando-se (53) em (54), tem-se que (52) pode ser apresentado como em (55).

{Vax+bx=0 (55)

VO'y +by =0

O sistema de equacdes em (55) caracteriza o equilibrio de forcas num plano, conforme dado
em Fish e Belytshcko (2007). Resta, por fim, considerar a integral na fronteira I' .

o or

aux avx [O-X]
F'[f-(JF-n)dFN =r{,<”qx +qu)drN =rj\(ug%) OF OF by =FIN (”a")ho_yﬂ'" o

ou, Ov,

Sendo aintegralem T",, a que corresponde aos valores afins de fronteira, com base na
expressao em (50), tem-se que as condicdes naturais de fronteira ficam dadas por:

o.(Ty)n=gq, (57)
o,(Cy)n=gq, (58)
Obtém-se, entdo, a forma forte do problema modelado na expressao (59).
Et [0%u 1+v 0> 1-v0%u]
5 > + = |+b,=0
1-v"| ox 2 oxoy 2 oy
Et [0 1+v &u 1-v8%V]
| —+ + > |+b,=0
1-v"| ox 2 oxoy 2 oy (59)
u(FE) =U
v(FE) =V
O-x (FN)'n = qx
g, (FN)'n =4,

Desta forma, conclui-se que é possivel desenvolver aforma forte a partir daforma variacio-
nal e vice-versa, conforme visto no exemplo anterior.
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6. CONCLUSAO

O Calculo Variacional é uma ferramenta fundamental na Fisica, Matematica e Engenharia.
Sua aplicacdo se estende dos campos da Mecanica Classica aos da Mecanica Quantica, dentre
diversos outros temas, como a Topologia e os métodos numéricos de otimizacao. Neste contex-
to, o presente trabalho apresentou uma proposta para a representacao da equacao de Euler-
-Lagrange, a qual se mostra util para generalizar a aplicacao na forma variacional de problemas
unidimensionais, de campos escalares e vetoriais. Evidenciam-se também as formas fortes e
fracas desses mesmos problemas, tal como a correlacao desses entre si e também com a forma
variacional.

Em suma, buscou-se por uma abordagem didatica e formalista explorar o ambito dos estu-
dos de equacoes diferenciais, fazendo deste texto uma ferramenta para auxiliar o pesquisador
do assunto. O desenvolvimento da equacao de Euler-Lagrange, com sua notacao generalizada
a problemas de varias dimensoes, demonstra-se como a principal ferramenta apresentada, de
modo a facilitar sua aplicacdo aos diversos tipos de problemas em estudo na Matematica, Fisica
e Engenharia, em especial aqueles modelados por EDP’s elipticas.
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