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RESUMO

O cdlculo, além de essencial para o estudo da matemadtica, é umas das ferramentas indispensavel a
realizacdo e a resolucdo das diversas inovagdes e situagdes no mundo atual, e embora haja uma
infinidade de softwares que realizam contas mais rapido que uma pessoa, antes de submeter um
problema real a inteligéncia computacional é preciso, primeiro, soluciona-lo manualmente. No
entanto, quando se trata do estudo de derivadas de ordem superior de fungdes racionais particulares,
sobretudo as de poténcias elevadas, o trabalho se torna complexo. Assim, o objetivo deste trabalho
foi o desenvolvimento e a demonstracdo matematica de uma lei de formacao, denominada Derivada
Petraglia, através da qual se obtém a enésima derivada de quaisquer fung¢des do tipo 1/xk e — 1/xk.
Para tanto, foi realizado um estudo do comportamento das derivadas no processo de derivagao
sucessiva destas funcgdes seguida pela dedugdo de uma lei de formacdao geral para quaisquer
derivadas de uma funcao racional particular positiva ou negativa a partir dos padrdes observados.
Verifica-se que é possivel demonstrar matematicamente uma lei de formagdao sem necessitar das
derivacdes pelo método do quociente, que é regra de derivacao para fungdes compostas, e pode ser
aplicada, também, a derivadas elementares, ou ao método da poténcia com expoente negativo. Com
isso, a Derivada Petraglia para fung¢des racionais particulares positivas e negativas se apresenta como
uma nova forma de resolucdo de derivadas enésimas de quaisquer ordens de grandeza, facilitando
os desenvolvimentos algébricos feitos manualmente e reduzindo consideravelmente o numero de
etapas e as chances de erro.
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ABSTRACT

Calculation, in addition to being essential for the study of mathematics, is one of the indispensable
tools for the realization and resolution of the diverse innovations and situations in the world today,
and although there is a multitude of software that perform math faster than a person, before to
submit a real problem to the intelligence of a computer, it must first be solved manually. However,
when it comes to the study of higher order derivatives of particular rational functions, especially those
of high power, the work becomes complex. In this way, the goal of this article is the development and
the mathematic demonstration of a formation law, called the Petraglia Derivative, through which the
n-th derivative of any functions of the type 1/xk and — 1/xk is obtained. For that, a study was carried
out on the behavior of derivatives in the process of successive derivation of these functions followed
by the deduction of a general formation law for any derivatives of a particular positive or negative
rational function from the observed patterns. It is verified that it is possible to mathematically
demonstrate a formation law without needing the derivations by the quotient method, which is a
derivation rule for compound functions, which can also be applied to elementary derivatives, or to the
power method with negative exponent. In this way, the Petraglia Derivative for positive and negative
particular rational functions are presented as a new way of solving n-th derivatives of any order of
magnitude, facilitating the algebraic developments made manually and considerably reducing the
number of steps and the chances of error.

Keywords: Umpteenth derivative. Training law. Petraglia derivative.
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INTRODUCAO

O calculo é uma ferramenta indispensdavel a realizagdo e a resolugao das mais diversas situagdes
no mundo de hoje. Uma rede de fast food, quando deseja saber a quantidade de combos que deve
vender em certo periodo para atingir o lucro maximo, recorre a recursos do calculo. Enquanto
engenheiros e cientistas utilizam da mesma ferramenta para tracar rotas de foguetes, de modo a
otimizar ao maximo o gasto e a quantidade de combustivel para o voo.

Contudo, independente de suas mais recentes aplicagdes, os fundamentos do cdlculo
pertencem aos grandes pensadores do século XVII: ao fisico inglés Isaac Newton (1642-1727), ao
matematico alemao, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e a tantos outros (Hoffmann & Bradley,
2011).

Conforme Anton (2000) afirma, naquela época, outros eram os problemas a serem
solucionados: encontrar a taxa com a qual uma grandeza fisica varia em fungao da varia¢do de outra
grandeza; determinar areas de figuras disformes, como as curvas em gréficos cartesianos e em
imagens irregulares; calcular o volume de sélidos irregulares, como vasos e recipientes sem formas
definidas, entre outros.

E, pelo fato de estar presente em diversas situacdes cotidianas relacionadas ao movimento e
por possuir aplicagdes em vdrias areas do conhecimento, o conceito de derivada é considerado um
dos fundamentais do calculo (Zuin, 2001). O conceito bdsico para compreender a definicdo de
derivada é o do diferencial, visto que os infinitesimais sdo aceitos e utilizados em calculo. Segundo
Quezada (2008), a derivada sera o quociente de dois diferenciais e a integral a operacdo inversa da
diferenciacao.

No entanto, para de fato submeter um calculo matematico a um problema real, ou mesmo em
aplicativos virtuais, como o Wolfram Alpha e o Geogebra, precisa-se, primeiro, soluciona-lo
manualmente. Logo, a formulagao de leis gerais de formac¢dao — ou férmulas matematicas — pode e é
diretamente aplicada as linguagens de programacao apds serem traduzidas em algoritmos numéricos,
de modo que o usuario define os parametros de entrada — como as varidveis de um sistema — e o
programa executa o algoritmo, fornecendo-lhe dois possiveis resultados: segundo Campos (2012),
“Uma solugdo via calculo numérico é sempre numérica, enquanto os métodos analiticos usualmente
fornecem um resultado em termos de fungdes matematicas”.

Mas quando se trata do estudo de derivadas de ordem superior de funcdes racionais
particulares, principalmente as de poténcia elevadas, o trabalho se torna complexo.

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento e a demonstracdo matematica de uma lei de
formacdo, denominada Derivada Petraglia, através da qual se obtém a enésima derivada de quaisquer
funcdes do tipo 1/xXe -1/x%, o que contribui para reduc3o significativa das etapas de calculo.

Para tanto, foi realizado um estudo do comportamento das derivadas no processo de derivacdo
sucessiva destas funcdes seguida pela deducdo de uma lei de formacdo geral para quaisquer derivadas
de uma funcdo racional particular positiva ou negativa a partir dos padrdes observados.
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MATERIAIS E METODOS

Foi realizado um estudo do comportamento das derivadas no processo de derivagao sucessiva
destas fun¢Oes. Em seguida, levantou-se bibliografias e literaturas que convergiam para este assunto
em busca de abordagens que comprovassem a validade destes padrées, como meio de sustentar a
féormula demonstrada.

A equacao desenvolvida foi submetida a experimentacgdo por meio da solucdo de derivacdes de
diversas fun¢des e sua comprovagdao por meio dos métodos académicos e cientificos ja existentes,
afirmando a efetividade da mesma.

Os resultados foram analisados através de uma metodologia hipotético-dedutiva, em que as
hipoteses construidas foram contrapostas a testes, a discussdao e ao confronto com os fatos para a
verificacdo de quais sdo validas e quais sdo refutdveis.

O estudo da derivada

Neste item, serd feito uma andlise aprofundada sobre os padrdes observados na derivagao
sucessiva de fungGes racionais particulares, fr(x)= + 1/x¥, sob a condig¢do: k deve ser sempre maior
que zero, isto é, pertencente ao conjunto dos numeros naturais diferentes de zero (Nx).

Segundo Flemming & Gongalves (2006), “ A derivada de ordem n ou n-ésima derivada de f,
representada por fi(x), é obtida derivando-se a derivada de ordem n-1 de f”. Ent30 nosso objetivo
é determinar uma regra para f(x).

Inicialmente, serdao abordados os métodos ja existentes a resolu¢ao do problema: Método do
Quociente e Método da Poténcia com Expoente Negativo.

A partir das derivagdes das fungdes f(x)=1/x, g(x)=1/x2, h(x)=1/x3 e z(x)=1/x* chegou-se a
expressao genérica desenvolvida como Derivada Petraglia.

Método do quociente

Uma das regras de derivagdo utilizadas para determinar as derivadas de funcdes é o Método
do Quociente. Segundo Stewart (2013) “[...] a Regra do Quociente diz que a derivada de um quociente
¢ o denominador vezes a derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do
denominador, todos divididos pelo quadrado do denominador.”

d d [f(X) _ g — g ()

CEYT ST T e
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Em outros termos, a Regra do Quociente consiste em uma funcdo qualquer, diferenciavel no
intervalo dado, sendo dividida por um denominador, o qual também é uma funcéo, diferenciavel no

mesmo intervalo.
Utilizando dessa regra para encontrar a derivada da fungdo f(x)=1/x, considerando como

numerador do quociente Q o nimero 1 e como denominador do mesmo a variadvel x, ter-se-a o
seguinte caso:

d [ numeradordeQ 1 d [1] B D'x—1(x)’ B (0)x—1(1) 1
x| X2 B B

dx ldenominador de QI ~ dx x2 X2

Assim, a primeira derivada de 1/x é f 1(x)= -1/x2.

Seja, entdo, a primeira derivada de f(x), ou f 1(x), derivavel em x. Pelo Método do Quociente, é
obtido: -1 como numerador do novo quociente e x2 como seu denominador e a segunda derivada de
f(x), ou f ?(x) sera:

d? [1] d [ 171 (—1)'x*—1 _ (0)x* + 1(2x) _ % 2
x2| (x2)? - x4 T x4 %3

ax? [x]  dx x3

Note que para determinar a segunda derivada de f(x), foi necessario, primeiro, determinar sua
primeira derivada. Da mesma forma que para encontrar a terceira, teria de ser encontrada sua
segunda e assim por diante.

Imagine, entdo, desejar-se analisar a décima derivada de f(x). Sera necessario determinar todas
as derivadas anteriores, da primeira a nona, para poder calcula-la. Seria relativamente trabalhoso e
utilizar-se-ia uma quantidade consideravel de papel, caneta e tempo.

Entdo, este método é eficiente até dado numero de derivacdes que se deseja encontrar.
Meétodo da poténcia com expoente negativo

Um segundo caminho para o calculo de derivadas, possivelmente mais simples que o anterior,
é o Método da Poténcia com Expoente Negativo.

Anton (2000) nos diz que “[...] para diferenciar x elevado a uma poténcia inteira, multiplique a
poténcia por x elevado a poténcia menos um.”

Matematicamente, se p(x) é uma fungdo diferencidvel em x tal que p(x) = X", entdo p’(x) ou
(d/dx)(xn) é:

d
p(x) = &(X“) =nx""1; vn e 7
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Aplicando a equacdo acima para f(x)=1/x, ou x1, tem-se n = -1. Logo, f 1(x) é dada por:

F() =26 = (D = —x =

Entdo, f'(x)=-1/x2

A partir do Método do Quociente, determina-se que f %(x)=2/x3. Ent3o, pelo Método da
Poténcia com Expoente Negativo, deve-se encontrar o mesmo resultado:

dz[l]_d[ 1]_d( 22 (L2 _2_1_2_3_2
d? Ix]  dxl x?|  dx X )= X X T

As operacOes algébricas sdo mais simples por esse método, quando comparadas as do
quociente. No entanto, supondo a analise de derivadas mais altas de uma funcdo racional particular,
ainda haveria certo trabalho operacional a ser realizado.

Serd demonstrado a seguir a Derivada Petraglia, com o intuito de reduzir e tornar mais eficazes
as etapas de derivagdo sucessiva ad hoc.

Equagdo para derivadas de 1/x

Trabalhou-se os padrées observados em quatro fatores: (a) a relacdo entre a ordem (n) da
derivada, o grau (k) da varidvel x e o grau (u) da variavel da enésima derivada de f; (b) a oscilacdo de
sinais das derivadas, de acordo com a positividade da funcdo e a paridade de n; (c) o valor numérico
do numerador das derivadas em funcdo de n e Kk; (d) o denominador em funcéo de k.

Analisando o Quadro 1 para os termos n, k e u da fungdo f (x)=1/x, com k=1, encontra-se a
relacdo entre eles.

Quadro 1. Derivadas de f(x) e a relacdo de n, k e u.

f1(x) = —1/x%comn =1lek=1;Logobu=2=1+1=n+k
f2(x) =2/x3comn =2ek=1;Logo,bu=3=2+1=n+k
f3(x) = —6/x*comn =3ek=1;Logo,bu=4=3+1=n+k

f4(x) = 24/x%comn =4ek=1;Logo,bu=5=4+1=n+k

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Entdo, com base no Quadro 1, f "(x) = 1/x% u = n + k ou x ™+,
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Agora, através de uma comparacao, é possivel afirmar sobre o sinal das derivadas conforme se
deriva a funcdo: hd uma oscilacdo quanto a positividade das derivadas. Para n = 1, f1(x) <0, enquanto
paran =2, f%(x) >0, e assim segue.

O conceito aqui presente diz respeito a paridade da ordem da derivada, ou seja, se n é par ou
impar.

Observe no Quadro 1 que, para n impar (n = 1, n = 3, etc.), as derivadas de f sdo negativas,
enquanto para n par (n =2, n = 4, etc.), elas assumem valores positivos.

Isso implica que as derivadas estdo sendo multiplicadas por (-1), ora tornando a sentenca
positiva, ora negativa. H4 uma relagao entre a positividade de uma fungao e a paridade da ordem da
derivada: um numero negativo elevado a um expoente par resulta em um valor positivo; e quando
ele se eleva a um expoente impar, o resultado é negativo.

Logo, pode-se dizer que as derivadas de uma funcdo do tipo f (x) = 1/xk sdo multiplicadas pelo
fator (-1) e que sua positividade depende da paridade da ordem n da funcao. Relacionando os valores
de n com o sinal da derivada, pode-se afirmar (-1) (b).

As proposicdes (a) e (b) nos permitem dizer que a quinta derivada de f, ou f>(x), sera negativa
e que a variavel tera expoente igualan + k=5 + 1 = 6; Da mesma forma que sua quarta derivada,
f3(x), sera positiva e o expoente da varidvel serd igualan+k =4+ 1 =5, conforme o Quadro 2:

Quadro 2. Andlise do expoente de x e da positividade das derivadas de f.

f4(x) = 24/x%u="5,f*(x) >0

f5(x) = —120/x%u=6,f>(x) <0

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Entretanto, ainda que comprovada a validade dos termos citados anteriormente, ndo se pode
elaborar uma equacgao geral, pois ha de se entender o comportamento do numerador e do
denominador das derivadas sucessivas destas func¢des.

Para o primeiro, algumas consideragdes: sera nomeado o numerador das derivadas de t e serao
excluidos os sinais das mesmas, para efeito de estudo. Assim sendo, analise o Quadro 3, que aborda
as cinco primeiras derivadas de f:

Quadro 3. Andlise do numerador das derivadas de f.

fl(x) = 1/x?
f2(x) = 2/x3
f3(x) = 6/x*

f4(x) = 24 /x>

f5(x) = 120/x°

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Denota-se os respectivos valores de t como uma sequéncia A, em que sao organizados em
ordem crescente, analisando, simultaneamente, o valor de n, conforme o Quadro 4.

Quadro 4. Valores numéricos de t.

Paran=1,t=1
Paran=2,t =2
Paran=3,t=6
Paran = 4,t = 24

Paran =5t =120

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

A sequéncia A = (1, 2, 6, 24, 120) nos remete ao estabelecimento de uma relacdo de
multiplicacdo de um termo de S por um valor para gerar seu sucessor, pois hd uma variacdo dos
valores de t.

A partir do Quadro 4, os valores de n e t se correlacionam por meio de fatoriais, pois 120 =5! =
5.4.3.2.1, assim como 24 =41 =4.3.2.1 e entdo t =nl.

O segundo ponto a se verificar ndo se aplica ao caso de derivadas da funcdo estudada neste
item. Comprovaremos a existéncia de um termo no denominador adiante.

Agora, com os trés fatores em mente, pode-se deduzir a expressao (1):

(1)

xn

f*(x) = (=D"

Que corresponde a equagdo para a n-ésima derivada de f(x)=1/x.

O numerador e as derivadas

Afirmados os fatores (a) e (b), daremos foco ao terceiro. Para a andlise de (c), se iniciard com a
derivagdo de g(x) = 1/x* até sua terceira ordem (n = 3; k = 2).

Quadro 5. Derivada de terceira ordem de g(x).
gl =-2/%°
g’ (x) = 6/x*
g’(x) = —24/x°

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Aplicando o conceito dos fatoriais e sendo t um valor numérico que representa o numerador
de g(x), verifica-se que, paran =1, t=2 =2l. Da mesma forma que, paran=2,t=6=3! e assim, para
n = 3, t =24 = 4!; assim por diante.

Compondo t em funcdo de n e k, é visto que, quandon=1ek=2,t=(1+2-1)!=2!=2; para
n=2ek=2,t=(2+2-1)=31=6;¢,paran=3ek=2, t=(3+2-1)!=4!=24. Entdot=(n+k-1)!
().

Com (c) definido, escreve-se a equacgdo geral de formagdo para gn(x) = 1/x*:

g0 = (D" @)

Fator denominador

Considere a anélise das derivadas das func¢des h(x) = 1/x3 e z(x) = 1/x%, observa-se o porqué de
as equacoes (1) e (2) serem invélidas para n-ésimas derivadas dessas funcbes: o numerador t de cada
uma ndo pode ser escrito por fatoriais sem que antes sejam divididos por um outro fator — o fator
denominador — o qual representaremos por p.

Observe no Quadro 6, a seguir:

Quadro 6. Derivadas de h(x) e z(x).

Para h(x): k =3 Paraz(x); k=4
hl(x) = —3/x* z1(x) = —4/x°
h?(x) = 12/x° z%(x) = 20/x°
h3(x) = —60/x° z3(x) = —120/x’

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Verifica-se, para as derivadas de h(x), o seguinte caso: paran=1e k=3, t=3; da mesma forma
que, quandon=2ek=3,t=12; comn=3 e k=3, t=60. Pode-se escrever, entdo, que quando n =
lek=3,t=6/2;ouparan=2ek=3,t=24/2; assim como que paran=3ek =3, t=120/2.

Pode-se concluir, até o momento, que p = 2, pois divide o numerador t resultando no real valor
para as derivadas de h(x). Entdo, setemosk=3,p=2=k-1=3-1.

Afirma-se, dessa forma, que a equacdo geral para h?(x) como:
(n+k-1)!

h(x) = (D" — (3)

(k—l)Xn+k
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Contudo, retornando as derivadas de z(x), compreende-se que a equacdo (3), ou melhor
dizendo, o fator denominador (p) ndo valida as mesmas. Acompanhe:

Paran=1ek=4,t=4;paran=2ek=4,t=20;eparan=3e k=4, t=120. Assim, seria
possivel escrever: quandon=1ek=4,t=24/6; comn=2ek=4,t=120/6; da mesma forma, n=3
ek=6,t=720/6. Agorat é dividido por p = 6.

Comparando os valores do denominador em fungao do grau da variavel (k), além dos valores
de p para hn(x) e z*(x), verifica-se: parak=3,p=(3-1)!=2!=2eparak =4,p=(4-1)! =3l =6.

Entdo, o fator denominador é definido por um fatorial, como (k-1)! (d).

RESULTADOS

A partir da andlise das etapas supracitadas, foi deduzida a Derivada Petraglia através da
manipula¢ao dos termos desenvolvidos ao longo da metodologia. Buscou-se a demonstracao de duas
resolugdes: as fungdes racionais particulares positivas e as fungdes racionais particulares negativas.

Funcgdes racionais particulares positivas

Com os pressupostos em (a), (b), (c) e (d), é possivel se formular a equa¢do genérica, a qual
denomina-se Derivada Petraglia, para fun¢des positivas como:

dn (n+k-1)!
dxn Xk] (_ )n (k—1)!xn+k (4)

Aplicando (4) para encontrar a quarta derivada de f(x) = 1/x, isto é,k=1e n=4:

~ 4(4+1—1)' 41 24
dx4 X1 =D (1—1)Ix4+1 T x5 x5

Funcgdes racionais particulares negativas

Determinada a Derivada Petraglia para funcdes positivas, prossegue-se com o estudo de sua
aplicacdo a fungdes negativas.

Assume-se, entdo, a funcdo w(x) = —-1/x. Suas quatro primeiras derivadas comparadas as
derivadas de f(x) = 1/x, teremos o Quadro 7:
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Quadro 7. Comparativo das derivadas de fe w.

flx) = —1/x* wl(x) = 1/x?
f2(x) =2/x° wi(x) =-2/x3

f3(x) = —6/x* w3(x) = 6/x*
f4(x) = 24/x> w*(x) = —24/x°

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Observa-se, com certa clareza, a distingdo entre as derivadas correspondentes das duas
funcdes: enquanto para as derivadas de f, vale a regra de paridade de n, ou seja, n par torna a
derivada positiva e n impar a torna negativa, para as derivadas de w é o oposto.

Enquanto f'(x) = —1/x%, w '(x) = 1/x?, da mesma forma que f %(x) = 2/x3 e w 3(x) = —2/x3, e assim
por diante.

Entdo, presume-se que o fator de distingdo entre as derivadas de ordem superior é o termo (b),
ou (-1)n,

Mas, ainda que os valores impares de n tornem a derivada de w positiva, o conceito de paridade
e positividade ainda é o mesmo: um numero negativo elevado a um expoente par resulta em um
numero positivo; ao passo que, se o elevar-se a um expoente impar, ele retorna um valor menor que
zero.

Dessa forma, pode-se escrever: se para as derivadas de w o termo (-1)» é invalido, mas ainda
prevalece a regra de paridade, entdo o expoente y de (-1) deve ser reescrito como n-1, pois para n
par, o expoente é impar, e vice-versa.

Assim, articula-se a Derivada Petraglia para fun¢des negativas como:

1 (n+k 1)'
dxn [__ ( 1)n (k 1)'Xn+k (5)

Determinando w*(x) a partir de (5): n=4 e k=1, temos:

d4 [_l]:(— )4_1(4+1—1)!_ 4! 24

dx* A—1)IxHL x5 x5

Derivada Petraglia
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Entdo, como somente o expoente de (-1) diferencia as Derivadas Petraglia para o caso de
funcdes positivas e negativas, pode-se reescrevé-las da seguinte forma:

d_“[l]_(_l)y (n+k-D! { 1/x*>0, y=nke N*
dxn [xk] (k—D!x*+k |1/xK<0, y=n—-1,ke€ N*

A férmula que se encontra permanecera valida mesmo para n = 0 se adotar-se as convengdes
de que 0! =1 e (d%dx?)(f) = f, ou fO = f.

CONSIDERAGOES FINAIS

O intuito do desenvolvimento de expressdes genéricas ou de féormulas, seja para quaisquer
casos da matematica e do calculo, é de facilitar ao mdximo os desenvolvimentos algébricos feitos
manualmente, reduzindo consideravelmente o nimero de etapas e as chances de erro.

Embora haja uma infinidade de softwares que hoje realizam contas mais rdpido que uma
pessoa, - 0 que descarta a necessidade do calculo bragal — sua programacao ocorre a partir de um
conjunto de comandos, os algoritmos, para que executem da maneira correta e exata o cdlculo que
Ihes foi atribuido, apds serem implementados em uma linguagem de programacao.

Desta forma a solugdo de um problema pode ser obtida em quatro etapas: definicdo do
problema, modelagem matemadtica, solucdo numérica e analise dos resultados”. Entdo, antes de
submeter um problema real a inteligéncia de um computador precisa-se, primeiro, soluciona-lo
manualmente para comprovar, em seguida, se os comandos virtuais nos forneceram dados
verdadeiros.

Logo, a formulacdo de leis gerais de formacdo — ou férmulas matematicas — pode e é
diretamente aplicada as linguagens de programacdo apds serem traduzidas em algoritmos
numeéricos, de modo que o usudrio define os parametros de entrada — como as varidveis de um
sistema — e o programa executa o algoritmo, fornecendo-lhe dois possiveis resultados, sendo um, via
calculo numérico, que é sempre numérico, e outro, utilizando os métodos analiticos com resultado
em termos de funcdes matematicas.”

Assim, aplicativos virtuais, como o Wolfram Alpha e o Geogebra, os quais calculam derivadas
sucessivas ou de alta ordem de uma func¢do, operam sobre formulas matematicas traduzidas em um
algoritmo, que fornecem ao usudrio uma solugdo analitica.

Portanto, a Derivada Petraglia seria uma nova féormula de se obter a derivada de ordem n
comprovando os cdlculos desenvolvidos por softwares de analise numérica, além das ja conhecidas
no meio académico e cientifico.
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